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[摘要 ] 为了准确推导 FF T (快速傅里叶变换) 算法的运算次数 , 直接从 FFT递归分解式出发 , 建立了

求解 FFT算法运算次数的差分方程 , 求解了长度为 N = 2m 一类递归 FFT算法较为准确的运算次数 , 并

以基 2按时间抽取 FF T算法为例进行了说明。还给出了求解 N = 2m ( m为偶数) 的基 4按时间抽取 FFT

算法和按频域抽取分裂基 FFT算法运算次数的差分方程及其相应的运算次数。
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在可控震源地震数据实时相关处理中 , FF T (快速傅里叶变换) 是最核心的运算 , 为了实时处理的

需要 , 要求能准确的估计它的运算次数。在 FF T的许多算法中 , 用得最多的是变换长度 N = 2m的一类

算法。这类算法的基本出发点是通过递归分解的方法将长度为 N 的离散傅里叶变换 (DF T) 逐次化为

若干短 DF T乘以一系列旋转因子 , 从而大大减少了直接进行 DF T的运算量。评价一个 FF T算法的好

坏最重要的指标是该算法运算量的大小 , 即乘法和加法的次数的多少。以往对 FF T运算次数的说明大

都从蝶式运算出发 , 用信号流图的方法进行讨论[ 1 ,2 ] , 这种方法直观 , 概念清楚 , 但由于没有建立直接

计算运算量的数字模型 , 在估计运算次数时 , 将旋转因子中存在诸如乘±1 , ± j 等非真正的运算的因

素 , 往往也包括在内 , 因此不能得出精确的运算次数。为此 , 笔者利用差分方程对 FF T算法的运算次

数进行了求解。

1　基 2按时间抽取 FFT算法的运算次数

设序列 x ( n) 的长度 N = 2m ,其 DF T为 :

　　X ( k) = ∑
N - 1

n = 0
x ( n) W nK

N 　　k = 0 , ⋯, N - 1 (1)

式中 , W N = e - j2π/ N。由按时间抽取 FF T算法 ,将上述长为 N 的 DF T化为 2个 N/ 2长的分解式 :

　　X ( k) = ∑
N/ 2 - 1

n = 0
x (2 n) W nK

N/ 2 + w K
N ∑

N/ 2 - 1

n = 0
x (2 n + 1) W nK

N/ 2 　　k = 0 , ⋯, N/ 2 - 1

或

　　X ( k) = X1 ( k) + w K
N X 2 ( k) 　　X ( k + N/ 2) = X1 ( k) - w K

N X 2 ( k) 　　k = 0 , ⋯, N/ 2 - 1 (2)

式中 , X1 ( k) 、X2 ( k) 为分别对应于以 x ( n) 的偶数项和奇数项构成的长为 N/ 2的序列的 DF T ; w K
N 为旋转

因子。由式 (2) 可知 ,长为 N = 2m 的 DF T运算量等于 2个长为 N/ 2 = 2m- 1 的 DF T加上乘旋转因子的运

算。为了求出计算的实数乘法次数 M ( m) 和实数加法次数 A ( m) ,记长为 2m- 1 的 X1 ( k) (或 X2 ( k) ) 的实乘

和实加次数分别为 M ( m - 1) 和 A ( m - 1) 。下面先讨论计算 M ( m) 的方法。

由式 (2) 可知 , M ( m) 应等于 2 M ( m - 1) 再加上 N/ 2个 w K
N 与 X 2 ( k) 的乘法次数。由于 w K

N 与 X 2 ( k)

一般为复数 ,故旋转因子的乘法一般为复乘。仔细分析 w K
N 与 X 2 ( k) 所需的实乘次数可以发现 , w0

N = 1 ,

w N/ 4
N = - j ,此时不需要乘法运算 ; w N/ 8

N = e - j
π
4 =

2
2

( 1 - j ) 。设 X2 ( k ) 为任何形如 a + bj的复数 ,则
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w K
N X 2 ( k) =

2
2

( a + b) + j 2
2

( b - a) ,故需要 2个实乘和 2个实加。同理 ,当 k = 3 N/ 8时 ,它与 X2 ( k) 的

乘法也只需要 2个实乘和 2个实加。由此可知 ,当 k从 0变到 N/ 2 - 1时 ,旋转因子乘法运算次数总共需要

N/ 2 - 4个复乘加上 4个实乘。若一个复乘用 4个实乘 2个实加来完成 ,则总共需要的乘法和加法次数分别

为 4 (2m- 1 - 4) + 4 = 2m+1 - 12、2 (2m- 1 - 4) + 4 = 2m - 4。

综上所述 ,可求得计算 X ( k) 实乘次数的差分方程为 :

　　M ( m) = 2 M ( m - 1) + 2m+1 - 12 (3)

同时按以上的分析 ,由式 (2) 可知 ,当 m = 2即 N = 4点的 DF T时 ,无乘法运算 ,故而可得出求解式

(3) 的初始条件为 :

　　M (2) = 0 (4)

由式 (3) 和式 (4) 即可解得计算 X ( k) 所需要的实数乘法次数为 :

　　M ( m) = m·2m+1 - 7·2m + 12

对于加法次数 A ( m) ,按照前面同样的分析 ,除了前述旋转因子复乘中需要 (2m - 4) 次实数加法外 ,由

式 (2) 可知 ,另外还需要 N个复数加法即 2 N个实数加法 ,以便由 X1 ( k) 和 X2 ( k) 合成 X ( k) 。故而可得计

算 X ( k) 加法次数的差分方程为 :

　　A ( m) = 2 A ( m - 1) + 3·2m - 4 (5)

初始条件为 :

　　A (2) = 16 (6)

由式 (5) 和式 (6) 可解得实加次数为 :

　　A ( m) = 3 m·2m - 3·2m + 4

以上方法同样适用于变换长度 N = 2m的其他基数的递归 FF T算法 , 基本方法是从各个算法的递归

分解式出发 , 计算因旋转因子乘法和附加的加法所需的运算次数从而导得求解运算次数的差分方程。

2　基 4按时间抽取 FFT算法的运算次数

设序列 x ( n) 的长度 N = 2m ( m为偶数) ,由基 4按时间抽取 FF T算法 ,将上述长为 N 的 DF T化为 4

个 N/ 4长的分解式[3 ] :

　　X ( k) = ∑
3

l = 0

W lk ∑
N/ 4 - 1

m = 0

x (4 m + l) W mk
N/ 4

　　X k +
N
4

= ∑
3

l = 0

( - j) l W lk
N ∑

N/ 4 - 1

m = 0

x (4 m + l) W mk
N/ 4

　　X k +
N
2

= ∑
3

l = 0

( - 1) l W lk
N ∑

N/ 4 - 1

m = 0

x (4 m + l) W mk
N/ 4

　　X k +
3 N
4

= ∑
3

l = 0

j l W lk
N ∑

N/ 4 - 1

m = 0

x (4 m + l) W mk
N/ 4 　　k = 0 , ⋯, N/ 4 - 1 (7)

类似于上面基 2按时间抽取 FF T算法的讨论与分析 ,可以得到基 4按时间抽取 FF T算法的运算次数

如下 :

1) 乘法运算次数 　乘法运算次数的差分方程为 :

　　M ( m) - 4 M ( m - 2) = 3·2m - 24

初始条件为 :

　　M (2) = 0

从而得到乘法运算次数为 :

　　M ( m) =
3
2

m·2m - 5·2m + 8

2) 加法运算次数 　加法运算次数的差分方程为 :

　　A ( m) - 4 A ( m - 2) =
11
2
·2m - 8
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初始条件为 :

　　A (2) = 16

从而得到加法运算次数为 :

　　A ( m) =
11
4

m·2m -
13
6
·2m +

8
3

3　按频域抽取分裂基 FFT算法的运算次数

按频域抽取分裂基 FF T算法的分解式[4 ]为 :

　　 X (2 k) = ∑
N/ 2 - 1

n = 0
[ x ( n) + x ( n + N/ 2) ]W nk

N/ 2

　　X (4 k + 1) = ∑
N/ 4 - 1

n = 0
{ [ x ( n) - x ( n + N/ 2) ] - j[ x ( n + N/ 4) - x ( n + 3 N/ 4) ]} W n

N W nk
N/ 4

　　X (4 k + 3) = ∑
N/ 4 - 1

n = 0
{ [ x ( n) - x ( n + N/ 2) ] + j[ x ( n + N/ 4) - x ( n + 3 N/ 4) ]} W 3 n

N W nk
N/ 4 (8)

类似于上面基 2按时间抽取 FF T算法的讨论与分析 ,可以得到按频域抽取分裂基 FF T算法的差分方

程和运算次数如下 :

1) 乘法运算次数 　乘法运算次数的差分方程为 :

　　M ( m) - M ( m - 1) - 2 M ( m - 2) = 4·2m- 1 - 12

初始条件为 :

　　M (1) = 0　　M (2) = 0

从而得到乘法运算次数为 :

　　M ( m) =
4
3

m·2m -
38
9
·2m + 6 + ( - 1) m 2

9

2) 加法运算次数 　加法运算次数的差分方程为 :

　　A ( m) - A ( m - 1) - 2 A ( m - 2) = m·2m+2 + 2m - 4

初始条件为 :

　　A (1) = 4　　A (2) = 16

从而得到加法运算次数为 :

　　A ( m) =
8
3

m·2m -
16
9
·2m - ( - 1) m 2

9
+ 2

在以上各种算法中 , 复数乘法均按 4个实数乘法 2个实数加法进行运算。若复数乘法按 3个实数乘

法 3个实数加法进行 , 类似地可得出相应的各组方程及其解。
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